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1. HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA

1.1. LA CULTURA BABILONICA, EGIPCIA Y GRIEGA ANTIGUA
Manejaron aspectos practicos relacionados con la trigonometria.
Medidas de angulos en grados sexagesimales, realizacién de
algunas construcciones

(tunel de Samos), orientacion de templos de modo que un cierto
dia del afo el Sol iluminara el santuario consagrado al dios....

1.2. ERATOSTENES
Calculé el radio de la Tierra con notable precisién por métodos
trigonométricos.

1.3. HIPARCO

La busqueda de la precisidon para prever eclipses y para construir
calendarios eficientes les llevd a dichas civilizaciones a una
sistematizacion de sus observaciones y al intento de una
matematizaciéon de las mismas.

Este proceso lo culmina Hiparco con la construccién de unas
auténticas tablas trigonomeétricas.

1.4. PTOLOMEO Y EL ALMAGESTO

Con el fin de afrontar problemas astronémicos construyd una
minuciosa tabla trigonométrica desde 0° a 180° y explicé cémo
utilizarla para construir triangulos.

1.5. HINDU
Motivados por la astronomia...

Vaharamira:

Dividio en 120 unidades el radio.

Aryabhata:

Asocid la semicuerda a la mitad del arco de la cuerda completa.
Introdujo un radio de 3438 unidades, obtenido de:

- Asignar 360 x 60 (minutos) a la circunferencia.
- Usando la féormula: C = 2Ir

Vieron que el seno de 30° era 1719

3



Se usaron las identidades de forma algebraica y con calculos
aritméticos sobre las relaciones algebraicas.

1.6. ARABE
Su trigonometria es mas aritmética que geométrica.

Para calcular valores usaban sen2 A+ cos2A=1
Los astronomos arabes introdujeron la tangente y la cotangente.

Ab{’l-Wefé introdujo la secante y la cosecante como longitudes de
un trabajo de astronomia.

Los drabes tomaron como punto de partida la astronomia de
Ptolomeo.

1.7. RENACENTISTA

Motivada por la navegacion, el cdlculo del calendario y la
astronomia, los alemanes llevaron a cabo nuevos trabajos en
trigonometria a finales del siglo XV y principios del siglo XVI.

George Peurbach:

Hizo tablas trigonométricas mas precisas.

Johannes Miuller:

Continu¢ el trabajo de Peurbach. Construy6 una tabla de senos
basada en un radio de 600.000 unidades y otra basada en un
radio de 10.000.000 unidades. También construyd una tabla de
tangentes.

Pitiscus:
La palabra <<trigonometria>> es suya.

Regiomontano:

Reunid el conocimiento disponible en trigonometria plana,
geométrica esférica y trigonometria esférica. Obtuvo la ley de los
senos para triangulos esféricos:

sena _senb senc

senA senB senC

1.8. GRIEGA
La trigonometria fue una creacion de Hiparco, Menelao y Ptolomeo.
El fundador de ésta fue Hiparco.



La trigonometria griega alcanzd una alta cota con Menelao.

La trigonometria esférica fue la primera en ser desarrollada.

1.9. CULTURA INDIA Y ARABE

En los tratados de astronomia indios se exponen las funciones
seno y coseno. Los drabes tomaron de al cultura india estas
funciones, asi como sus inversas, cosecante y secante y
describieron la tangente y la cotangente.

1.10. OCCIDENTE LATINO
A través de los arabes espafoles, la trigonometria se introdujo en
el occidente latino a partir del siglo XIII.

2. TRIGONOMETRIA PLANA

2.1. DEFINICION DE RAZONES TRIGONOMETRICAS:

Dado el tridngulo rectangulo de la figura adjunta, se define:

hipotenusa

cateto opuesto

cateto contiguo

1. El seno del angulo a es la razdn entre el cateto opuesto al
angulo a y la hipotenusa.
cateto opussto

senag=——————, send =§ ; Cosecante, cosec a =

hipotsnusa

SEN @

2. El coseno del angulo a es la razén entre el cateto contiguo al
angulo a y la hipotenusa.



1

cos @

cos g = = cosa == ; Secante, sec a =

hipotenusa

3. La tangente del angulo a es la razdén entre el cateto opuesto y
el cateto contiguo.
__ catsto opussto y 1

, tga== ; Cotangente, cotg a =

3
x tg o

2.2. CONSERVACION DEL sena,cos ay tg a

Siendo el seno de un angulo a la relacién entre el cateto opuesto
y la hipotenusa, el coseno de un angulo a la relacidon entre el
cateto contiguo y la hipotenusa y siendo la tangente de un angulo
a la relacion entre el cateto opuesto y el cateto contiguo, se puede
deducir que estas relaciones no dependen del tridngulo dado, sino
del angulo a al que nos referimos.

Para poder ver este dibujo de forma interactiva:
http://esdelibro.es/archivos/trabajos07/200700075_trigonometria/conservacion_del_seno.html

Este dibujo se ha creado Geogebra 2.7.1.0 que es un software
libre que puede distribuirse y modificarse libremente bajo licencia
GNU (© Markus Hohenwarter, director del proyecto, idea y
desarrollo desde 2001 y por Yves Kreis, promotor desde 2006)
http://www.geogebra.at



2.3. ALGUNAS APLICACIONES

- ASTRONOMIA : célculo del radio de la Tierra, distancia de la
Tierra a la Luna, distancia de la Tierra al Sol, prediccién de
eclipses, confeccion de calendarios...

- CARTOGRAFIA: elaboracién de un mapa de un lugar del que
se conocen algunas distancias y algunos angulos.

- NAVEGACION: construccién de cartas marinas en las que se
detalle la ubicacién de escollos, arrecifes...

« OBRA: ingenieria civil y edificacidn.

« CATASTROS: delimitacion de limites de una parcela.

- SIG: sistema de informacidon geografica.

- TELEDETECCION: imagenes de satélite.

- FOTOGRAMETRIA: representacién de los objetos reales a
partir de imagenes fotograficas.

- TOPOGRAFIA INDUSTRIAL




3. EXPERIENCIA DE CAMPO

El objetivo de la experiencia es medir la altura del edificio de
nuestro centro con distintos instrumentos y comparar la media de
dichas mediciones con la altura real. Dicha altura se conseguira con
una estacion total cedida por la Escuela de Ingenieria en
Topografia Geodesia y Cartografia. (Véase anexo I)

3.1. MEDICION DE LA ALTURA CON DISTINTOS INSTRUMENTOS

3.1.1. Con un espejo.

Material: Se utilizé un espejo con forma de elipse y se marcé sobre
él el eje principal.

Para medir la altura de un edificio con el espejo procedemos asi:



a) Se situa el espejo en el suelo horizontal del patio a una

distancia aleatoria.
b) Se situa el observador a una distancia del espejo de forma

que en él se vea reflejado el filo del edificio sobre el eje

principal.
c) Se aleja el espejo una distancia conocida y el observador

vuelve a hacer la medicion.

En la figura, por semejanza de triangulos, se observa:
H h
—=2 ()
Xy

x+D z

H_h (g

Despejando x de la igualdad (1), se tiene:



Sustituyendo el valor de x en la igualdad (2), se obtiene:

_ E[Ey+D] _ h(Hy+hD) _ Hy+hD

z hz z
de donde:
Hz = Hy + hD
(z-y)H=hD
H=h D
z—-Yy

3.1.2. Con una varilla y un goniémetro.

Material: liston de madera, transportador de angulos de 3609, hilo
de cahamo, dos hembrillas, bolsita llena de arena y un tornillo.
Construcciéon del aparato:

1. Cortar una pieza de madera de 80 x 1 x 1 cm y barnizarla.

2. Colocar dos hembrillas en cada extremo acercandose lo maximo al
borde de la pieza.
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3. Hacer el agujero del transportador de angulos de 360° mas grande.

4. Atornillar el transportador al listédn a la distancia del radio de éste y
atar la bolsita de arena que usamos como plomada al tornillo. El
transportador se coloca con el 0° coincidiendo con el extremo del
listdbn, para que asi quede paralelo al suelo y el hilo de cafnamo al
gue estd unido la plomada, marque la amplitud del dangulo que se
forma al elevar el listdn.

Para medir la altura del edificio procedemos de la siguiente forma:

a) Se sitla el observador a una distancia aleatoria de la
fachada y dirige la varilla apuntando por las hembrillas a la
parte superior del edificio.

b) Otro observador lee el angulo que sefiala en el gonidmetro la
cuerda con la plomada.

c) Los observadores se alejan del edificio una distancia
conocida y vuelven a hacer la medicidén.
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d) Se obtienen asi dos angulos de elevacién y con ellos se
puede calcular la altura del edificio.

En la figura se observa:

tga=Y  [1]
X

gp=—t= [2]

Despejando y de la igualdad [1] se obtiene:
Y=xtga [3]

Despejando y en laigualdad [2] se obtiene:
y=(x+D)tgB [4]

Igualamos las ecuaciones [3] y [4]:
xtga=(x+D)tgp

xtga=xtgB+Dtgp

xtga- xtgB=Dtgp
X(tga-tgp)=Dtgp

. Dtgp
tga—-tgP
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3.1.3. Con un altimetro de cartéon

Material: se utilizé un trozo de cartdn para construir dos listones
de la siguiente forma:

Para medir la altura del edificio procedemos de la siguiente forma:

a) Se sitla el observador a una distancia aleatoria de la
fachada y con ayuda de la plomada dirige el altimetro en la
posicidon de la figura 1 de forma que apunta desde un
extremo a otro con la parte superior del edificio.
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b) Giramos 180° la pieza de forma que el segmento pequefio
quede hacia arriba y nos alejamos del edificio una distancia D
hasta conseguir tener orientados los dos extremos de la
pieza con la parte superior del edificio.

De esta forma se tiene:

tgo=—=1
a
tgp=—:ra=—
gp=-:a=
Luego:

2= [1]
X

Yy :l 2
x+D 2 2]

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones [1] y [2], se
tiene:

_ x+D
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y por tanto:

y=D H=D+h

3.1.4. Con una tablilla de madera y un liston.

Material: Se utilizé una tablilla de madera de 10 cm de ancho (para
hacer de forma rapida los calculos) y un listén de madera.

Para medir la altura del edificio procedemos de la siguiente forma:

a) Se sitla el observador a una distancia aleatoria de la
fachada y con ayuda de la tablilla, desplaza el listén por su
costado hasta conseguir tener en la visual el extremo de la
tablilla, del liston y el extremo del edificio. Midiendo la
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longitud b entre la longitud ¢, se obtiene el angulo de
elevacion.

b) Nos alejamos del edificio una distancia D y se repite la
observacion.
c) Se realizan los mismos calculos que el apartado 3.1.2.

3.2. MEDIDAS OBTENIDAS

3.2.1. Medidas con los cuatro procedimientos anteriores

Con los procedimientos anteriormente descritos se realizaron dos
sesiones en las que se registraron las siguientes medidas:

Espejo Goniometro Altimetro Piezade Altura

madera media
12 8,50 m 10,80 m 10,80 m 17,50 m 11,9
Medicion
p L 8,70 m 9,50 m 10,25 m 17,35 m 11,45
Medicion
Media 8,6 m 10,15m 10,525 m 17,425 m 11,675
m

Aceptamos que la altura del edificio esta en torno a 11,68 m con
una desviacion tipica de 3,42 m y con un coeficiente de variacion
del 29% que nos deja la estimacién en el limite de una dispersidn
muy grande (30%).
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3.2.2. Medidas con una estacion total

¢QUE ES UNA ESTACION TOTAL?

Se utilizé la estacion total Leica TC 407.

Se denomina estacidn total a un instrumento electro-

Optico utilizado en topografia, cuyo funcionamiento se

apoya en la tecnologia electrénica. Consiste en la

incorporaciéon de un distanciometro y un

microprocesador a un teodolito electrdnico.

Algunas de las caracteristicas que incorpora, y con las

cuales no cuentan los teodolitos, son una pantalla
alfanumeérica de cristal liquido (LCD), leds de avisos, iluminacion
independiente de la luz solar, calculadora, distanciémetro,
trackeador (seguidor de trayectoria) y la posibilidad de guardar
informacién en formato electrénico, lo cual permite utilizarla
posteriormente en ordenadores personales. Vienen provistas de
diversos programas sencillos que permiten, entre otras
capacidades, el calculo de coordenadas en campo, replanteo de
puntos de manera sencilla y eficaz y calculo de acimutes y
distancias.

FUNCIONAMIENTO

Vista como un teodolito, una estacion total se compone de las
mismas partes y funciones. El estacionamiento y verticalizacién son
idénticos, aunque para la estacidn total se cuenta con niveles
electrénicos que facilitan la tarea. Los tres ejes y sus errores
asociados también estan presentes: el de verticalidad, que con la
doble compensacion ve reducida su influencia sobre las lecturas
horizontales, y los de colimaciéon e inclinacién, con el mismo
comportamiento que en un teodolito clasico, salvo que el primero
puede ser corregido por software, mientras que en el segundo la
correccion debe realizarse por métodos mecanicos. El instrumento
realiza la medicién de dngulos a partir de marcas realizadas en
discos transparentes. Las lecturas de distancia se realizan
mediante una onda electromagnética portadora con distintas
frecuencias que rebota en un prisma ubicado en el punto y regresa
tomando, el instrumento, el desfasaje entre las ondas. Algunas
estaciones totales presenta la capacidad de medir "a sélido", lo
que significa que no es necesario un prisma reflectante. Este
instrumento permite la obtencion de coordenadas de puntos
respecto a un sistema local o arbitrario, como también a sistemas
definidos y materializados. Para la obtencién de estas
coordenadas el instrumento realiza una serie de lecturas y calculos
sobre ellas y demas datos suministrados por el operador. Las
lecturas que se obtienen con este instrumento son las de angulos
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verticales, horizontales y distancias, utilizando en esta ultima Otra
particularidad de este instrumento es la posibilidad de incorporarle
datos como coordenadas de puntos, cdédigos, correcciones de
presion y temperatura, etc. La precision de las medidas es del
orden de la diezmilésima de gonio en angulo y de milimetros en
distancias, pudiendo realizar medidas en puntos situados entre 2 y
5 kildbmetros.

CARACTERISTICAS

e Con estos instrumentos ya no existen puntos de medicion
inaccesibles. Miden de manera rapida y precisa y se pueden
soslayar cualquier impedimento en la obra. Al ser el rayo
laser visible resulta ideal para marcar.

e Un compensador totalmente automatico de dos ejes se
encarga de nivelar con precisidon el instrumento garantizando
la perfecta horizontalidad de su plano principal. En
aplicaciones sobre plataformas moviles se puede desactivar

el compensador.

e Todos los modelos llevan una interfaz serie (RS232) que permite
intercambiar facilmente los datos registrados entre el instrumento y
el ordenador. Los filtros creados por el usuario permiten la salida
de datos a medida de las necesidades individuales.

e Gracias a la plomada laser el centrado sobre el punto del
suelo es muy sencillo. La intensidad del rayo se puede
ajustar gradualmente para garantizar la visibilidad 6ptima
también en condiciones de luz criticas. Se ahorra el tiempo
que requeria el centrado con la plomada éptica.

e La funcion «Direct.dxf» permite exportar los datos
directamente en formato DXF desde el mismo instrumento
para su lectura en Auto CAD® o transferirlo al PC sin pasos
intermedios.

Las coordenadas, cédigos y numeros de puntos se pueden
guardar en diferentes capas.

e La tecnologia PinPoint y el potente laser visible de gran
exactitud ofrecen el mas alto grado de punteria y precision.
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Medidas

A partir de unos datos que nos da la estacion total sobre la
horizontal (b) y la distancia entre el punto de medicién y un punto
situado en el borde del edificio (a), hallamos mediante el teorema
de Pitagoras la altura del edificio (h).
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4.684 m
b2 + h?
Procedimiento:
h2 - a2 _ b2

h = Ja?-b?

h = 1/24684% —21885>
h=11,417 m

El edificio mide 11,417 m

3.3 CONCLUSIONES SOBRE LA COMPARACION DE MEDIDAS

Comparando las mediciones realizadas con la estacién total (
11.417 m ), aparato muy preciso y con margen de error minimo, y
las realizadas con aparatos caseros ( 11.675 m ), hechos por
nosotras, comprobamos que el margen de error que hay entre
ambas mediciones es de:

11.675 - 11.417 = 0.258 m ( 25.8 cm, un error minimo ).
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4. CONCLUSIONES

La principal finalidad de este trabajo era conocer la medida de una
distancia inaccesible: la altura de un edificio, en este caso nuestro
instituto.

El trabajo en equipo que requiere esta investigacién y la citacién
de las fuentes utilizadas, respetando los derechos de autor, han
sido partes fundamentales en este trabajo.

Cabe destacar la entrega que han tenido los estudiantes de
topografia al facilitarnos una estacién total y concedernos una
entrevista en la que pudimos plantearles todos los interrogantes
surgidos durante al investigacion, formando asi una parte
importante del trabajo.
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6.ANEXO |

ENTREVISTA SOBRE TOPOGRAFIA
Hemos realizado una entrevista a dos estudiantes de tercer ano
de topografia de la universidad Politécnica de Madrid.
Los estudiantes se llaman Paloma Sanchez y Javier del Rio y
pedimos una entrevista con ellos a la que accedieron de buen
gusto.

e (Qué es la topografia?

Es el arte y ciencia de representar las formas de la Tierra.
e (Qué trabajos tiene un topodgrafo?

En obra: ingenieria civil y edificacion.

Catastros: determinacion de limites de una parcela.
SIG: sistemas de informacion geogréfica.
Teledeteccion: imagenes de satélite

Fotogrametria: representacion de los objetos reales a
partir de imagenes fotograficas.

Cartografia

. Topografia industrial

nhwh=

N o

e (Qué aparatos son los mas utilizados en topografia?

Niveles, GPS, estaciones totales....

e (Qué es un teodolito?
Es un instrumento de medida de angulos verticales y

horizontales. Ya no se utiliza tanto, pero se utiliza en las
estaciones totales que miden distancias ademas de angulos.

e (Hay relacién entre las matematicas y la topografia?
La topografia es todo de matematicas, su base es la

trigonometria.; la topografia es geometria, de hecho los
topdgrafos se llaman también gedmatros.
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e (COmo podemos medir distancias y angulos y con qué
aparatos?

Con la estacién total y el GPS, midiendo longitudes de onda.

24



